18. Essener Mathematikwettbewerb 2002 /2003

als zweite Runde der 42. Deutschen Mathematikolympiade
Aufgaben der zweiten Runde

Klasse 5

1. Aufgabe

Aus zwel Karten kann man den Anfang eines Kartenhauses

bauen (siche Abbildung 1).

Um ein zweistockiges Kartenhaus zu bauen, bendtigt man /\

sieben Karten (siche Abbildung 2).

Abb. 1 Abb. 2

1. Wie viele Karten benotigt man fiir ein vierstéckiges Haus?

2. Wie viele Stockwerke hat das Kartenhaus, das man aus den 104 Karten eines Kartenspiels bauen
kann? Wie viele Karten bleiben iibrig?

2. Aufgabe

Bekanntlich nehmen an der Bundesrunde der Mathematik-Olympiade alle 16 Bundesldnder teil. Wir
planen fiir eine kiinftige Bundesrunde: Jeder Teilnehmer soll als BegriiSungsgeschenk ein T-Shirt erhalten.
Am T-Shirt soll man aber erkennen, aus welchem Bundesland der Teilnehmer kommt. Dazu sollen weifle
T-Shirts besorgt werden, die links und rechts farbige Armel haben.

1. Eine Firma bietet fiir die Armel vier Farben an: blau, griin, rot und schwarz. Reicht diese Farbaus-
wahl aus, um alle Bundesldnder an den T-Shirts zu unterscheiden?

2. Leider stellte sich bei der Durchfiihrung heraus, dass einige Teilnehmer ihre T-Shirts falsch herum
angezogen hatten (vorn und hinten vertauscht). Wieso schuf dies ein Problem? Wie viele T-Shirt-
Typen kann man bei vier Armelfarben auch dann noch unterscheiden, wenn dieses vertauschte
Anziehen vorkommt?

3. Aufgabe

Gegeben ist ein Rechteck mit den Seiten a und b. Die Seite
a ist dabei 4cm lang, die Seite b ist 6 cm. Das Rechteck hat
damit den Flicheninhalt A = ab = 24 cm? (siche Abbildung ,
die nicht mafistabsgerecht ist).

Entscheide fiir jede der unten gezeigten Figuren:

Ist der Flacheninhalt der Figur kleiner, gleich oder grofer als der Flacheninhalt des Rechtecks aus der
Abbildung oben? Begriinde!
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18. Essener Mathematikwettbewerb 2002 /2003

als zweite Runde der 42. Deutschen Mathematikolympiade
Aufgaben der zweiten Runde

Klasse 6

1. Aufgabe

Die Schulfreunde Anita, Fike und Sven unterhalten sich {iber ihr Taschengeld. Eike stellt fest, dass er
nur halb so viel Taschengeld bekommt wie Sven, der nur wenig &lter ist als er. Anita ist die &lteste von
thnen und bekommt sogar dreimal so viel Taschengeld wie Eike. Alle zusammen erhalten eine Summe,
die durch 24 und 36 teilbar ist, aber nicht gréfer als 150€ und nicht kleiner als 100 € ist.

Wie viel Taschengeld erhélt jeder von ithnen?

2. Aufgabe

Durch folgende Konstruktion kann man ein gleichseitiges Dreieck (sie-
he Abbildung ) erhalten:

Ein Kreis mit einem Radius von 3cm wird gezeichnet. Auf dem
Kreis wird einen Punkt festgelegt. Von diesem Punkt werden aus
auf dem Kreis weitere Punkte mit der gleichen Zirkelspanne von
3 cm abgetragen, indem der Zirkel immer in den zuletzt gezeichneten

Punkt eingestochen wird. Man erhilt sechs Punkte auf dem Kreis
und verbindet jetzt jeden zweiten Punkt miteinander.

Dieses Ausgangsdreieck ist in der unteren Abbildung in 8 gleiche Dreiecke, die man durch Ausschneiden
aufeinanderlegen konnte, eingeteilt worden.

Bearbeite die Aufgabe nun auf dem Arbeitsblatt:

1. Zerlege dieses gezeichnete Dreieck in 2 gleiche Dreiecke.

2. Zerlege dieses gezeichnete Dreieck in 3 gleiche Dreiecke.

* 3. Zerlege dieses gezeichnete Dreieck in 4 gleiche Dreiecke.

4. Zerlege dieses gezeichnete Dreieck in 6 gleiche Dreiecke.

\_/ 5. Weise nach, dass sich dieses Dreieck in 192 gleiche Dreiecke

zerlegen lasst.

3. Aufgabe

Bekanntlich nehmen an der Bundesrunde der Mathematik-Olympiade alle 16 Bundesldnder teil. Wir
planen fiir eine kiinftige Bundesrunde: Jeder Teilnehmer soll als BegriiSungsgeschenk ein T-Shirt erhalten.
Am T-Shirt soll man aber erkennen, aus welchem Bundesland der Teilnehmer kommt. Dazu sollen weifle
T-Shirts besorgt werden, die links und rechts farbige Armel haben.

1. Eine Firma bietet fiir die Armel vier Farben an: blau, griin, rot und schwarz. Reicht diese Farbaus-
wahl aus, um alle Bundesldnder an den T-Shirts zu unterscheiden?

2. Leider stellte sich bei der Durchfiihrung heraus, dass einige Teilnehmer ihre T-Shirts falsch herum
angezogen hatten (vorn und hinten vertauscht). Wieso schuf dies ein Problem? Wie viele T-Shirt-
Typen kann man bei vier Armelfarben auch dann noch unterscheiden, wenn dieses vertauschte
Anziehen vorkommt?

3. Um dieses Problem zu 16sen, schlug die T-Shirt-Firma vor, im nachsten Jahr fiinf Farben zu ver-
wenden, also noch violett dazuzunehmen. Wird dadurch das Problem gel6st?



18. Essener Mathematikwettbewerb 2002 /2003

als zweite Runde der 42. Deutschen Mathematikolympiade
Klasse 6
Arbeitsblatt zur Aufgabe 2

Name:
Zerlege das Dreieck in 2 gleiche Dreiecke Zerlege das Dreieck in 3 gleiche Dreiecke
Zerlege das Dreieck in 4 gleiche Dreiecke Zerlege das Dreieck in 6 gleiche Dreiecke

Schreibe hier die Losung zu Teilaufgabe 5 auf:

Weise nach, dass sich dieses Dreieck in 192 gleiche Dreiecke zerlegen lésst.



18. Essener Mathematikwettbewerb 2002 /2003

als zweite Runde der 42. Deutschen Mathematikolympiade
Aufgaben der zweiten Runde

Klasse 7

1. Aufgabe

In eine Kiste mit den Kantenlangen (Innenmafe) 24 cm, 36 cm, 48 cm sollen Péckchen mit den Kan-
tenldngen (AuflenmafBe) 4cm, 12cm, 16 cm gepackt werden. Das Einpacken soll so erfolgen, dass jeweils
gleichlange Kanten in gleicher Richtung verlaufen.

Wie viele Péackchen passen hochstens in die Kiste? Weise nach, dass es tatsdchlich moglich ist, so viele
Péckchen in die Kiste zu packen!

2. Aufgabe

Auf einer Kreislinie werden Punkte markiert. Jeder dieser Punkte soll mit jedem anderen Punkt durch
eine Strecke verbunden werden.

a) Wie viele Strecken gibt es, wenn 8 Punkte markiert wurden?

b) Jemand hat Punkte markiert und jeden dieser Punkte mit jedem der restlichen Punkte verbunden.
Er z&hlt insgesamt 45 Strecken.

Untersuche, ob er richtig gezdhlt haben kann! Sollte das der Fall sein, dann gib die Anzahl der

markierten Punkte an!

3. Aufgabe

Von den Schiilern einer 7. Klasse haben im Monat Januar doppelt soviel, im Monat Mai viermal so viel
Schiiler Geburtstag wie im Monat Marz. Im Monat Juli haben vier Schiiler weniger Geburtstag als im
Monat Mai. Im Monat Oktober haben halb so viele Schiiler Geburtstag wie im Monat Juli. In den anderen
Monaten hat kein Schiiler dieser Klasse Geburtstag. Zur Klasse gehdren mehr als 30, aber weniger als 40

Schiiler.
a) Wie viele Schiiler umfasst diese Klasse?

b) Gib an, wie viele Kinder in den angegebenen Monaten Geburtstag haben!
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als zweite Runde der 42. Deutschen Mathematikolympiade
Aufgaben der zweiten Runde

Klasse 8

1. Aufgabe

Die Auswertung einer Kontrollarbeit ergab, dass drei Zehntel aller Schiiler mit der Note ”5” und zwei
Fiinftel aller Schiiler mit der Note ”74” bewertet wurden. 8 Schiiler erhielten die Note 73”7, die iibrigen die
Note ”2”. Der Notendurchschnitt betrug 3,9.

Ermittle, wie viele Schiiler die Note 75”7, wie viele Schiiler die Note ”4” und wie viele Schiiler die Note
727 erhielten!

2. Aufgabe

Zweil Touristen mieten ein Faltboot, um fiir vier Stunden auf einem Fluss zu paddeln. Sie erreichen
mit dem Boot bei stehendem Gewésser eine durchschnittliche Eigengeschwindigkeit von 4,5 km/h. Die
Stromungsgeschwindigkeit des Flusses betragt jedoch 1,5 km/h.

Auf dem Hinweg fahren die Touristen mit dem Strom, auf dem Riickweg gegen den Strom.

Wie weit konnen sich die Touristen héchstens vom Anlegepunkt entfernen, wenn sie pausenlos paddeln
und piinktlich zuriick sein wollen?

3. Aufgabe

Uber ein Viereck ABC'D werde vorausgesetzt, dass

(1) alle Eckpunkte auf einem Kreis & mit dem Mittelpunkt A liegen,
(2) der Mittelpunkt M auf C'D liegt,

(3) AB parallel zu C'D verlauft,

(4) der Radius BM mit AB einen Winkel der Grofe 46° bildet,

(5) BM die Diagonale AC im Punkt S schneidet.

a) Ermittle unter diesen Voraussetzungen die Grofle des Winkels BSC!

b) Ermittle die Gréfie o des Winkels BSC allgemein in Abhéngigkeit von der Grofie ¢ des gegebenen
Winkels M B A!

4. Aufgabe

a) Von vier gleich aussehenden Ringen unterscheidet sich einer in der Masse von den anderen. Zeige,
wie man ihn mit genau zwei Wagungen mittels einer Balkenwaage herausfinden kann!

b) Von 75 gleich aussehenden Ringen unterscheidet sich genau einer in der Masse von den anderen.
Zeige, wie man mit Hilfe von zwei Wagungen auf einer Balkenwaage feststellen kann, ob dieser Ring
leichter oder schwerer als die anderen Ringe ist!

So sieht eine Balkenwaage aus.
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Klasse 9

1. Aufgabe

Wie viele verschiedene Paare (A; B)“VOII hochstens flinfstelligen natiirlichen Zahlen A und B gibt es, bei
deren Addition an keiner Stelle ein Ubertrag auftritt?
Hinweis: Auch die Zahlenpaare (A; B) und (B; A) mit A # B gelten als verschieden.

2. Aufgabe

Gegeben sei ein Quadrat ABC'D mit der Seitenlédnge a.
Die Menge M aller Punkte P der Ebene, fiir die sowohl das Dreieck AABP als auch das Dreieck AADP

spitzwinklig ist, bildet eine Flache.
a) Stellen Sie diese Flache M (zundchst ohne Begriindung) graphisch dar (z.B. fiir a = 6cm).
b) Begriinden Sie die Korrektheit der Darstellung von M.

c) Beschreiben Sie die Menge M’ aller Punkte @, fiir die sowohl das Dreieck AABQ als auch das
Dreieck AADQ stumpfwinklig 1st.

3. Aufgabe

3 — u, bei denen u eine ungerade Zahl mit u > 1 ist.

Wir betrachten alle diejenigen Zahlen u
a) Beweisen Sie, dass jede dieser Zahlen gerade ist.

b) Ermitteln Sie den gréfiten gemeinsamen Teiler aller dieser Zahlen.
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Klasse 10

1. Aufgabe

Man bestimme alle (im Dezimalsystem) 6-stelligen Zahlen z mit folgenden Eigenschaften:

1) alle Ziffern sind gerade Zahlen,

2) die Zahl ist durch 7 teilbar,

3

die erste Ziffer ist doppelt so grofl wie die zweite,

(
(
(
(4

)
)
)
) die Quersumme der gesuchten Zahl ist 10.

2. Aufgabe

Betrachten Sie fiir jede Primzahl p > 5 die Zahl p* — 1 .

a) Weisen Sie nach, dass jede dieser Zahlen durch 2 teilbar ist.

b

Weisen Sie nach, dass jede dieser Zahlen sogar durch 8 teilbar ist.

c) Weisen Sie nach, dass jede dieser Zahlen sogar durch 24 teilbar ist

)
)
)
)

d) Weisen Sie nach, dass jede dieser Zahlen sogar durch 120 teilbar ist

3. Aufgabe

Das Viereck ABCD sei ein Parallelogramm, der Punkt @ sei der Mittelpunkt der Seite DA und der
Punkt F sei der Fufipunkt des Lotes vom Punkt B auf die Gerade QC'. Man beweise, dass die Strecken
AB und AF gleich lang sind.
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Aufgaben der zweiten Runde

Klassen 11 - 13

1. Aufgabe

Man bestimme alle (im Dezimalsystem) 6-stelligen Zahlen z mit folgenden Eigenschaften:

1) alle Ziffern sind gerade Zahlen,

2) die Zahl ist durch 7 teilbar,
3

die erste Ziffer ist doppelt so grofl wie die zweite,

(
(
(
(4

)
)
)
) die Quersumme der gesuchten Zahl ist 10.

2. Aufgabe

Das Viereck ABC'D sei ein Parallelogramm, der Punkt @ sei der Mittelpunkt der Seite DA und der

Punkt F sei der Fulpunkt des Lotes vom Punkt B auf die Gerade QC'. Man beweise, dass die Strecken
AB und AF gleich lang sind.

3. Aufgabe

Ein Héndler mochte Apfelsinen auf folgende Art und Weise aufstapeln: In der untersten Schicht liegen
a - b Apfelsinen in einem Rechteck aus @ Reithen mit je b Apfelsinen und a,b > 1. In der zweiten Schicht
liegen in den Vertiefungen dann (a — 1) - (b — 1) Apfelsinen. So wird weiter gestapelt, bis in der obersten
Schicht nur eine einzelne komplette Reihe Apfelsinen liegt (im Fall @ = b also nur eine einzige Apfelsine).

a) Geben Sie ein Beispiel fr ¢ und b an, mit dem der Stapel gebaut werden kann.

b) Finden Sie alle Moglichkeiten, die der Handler hat.

Folgende Formeln kénnten hilfreich sein:

(n+1

14243+ +n = % (1)
(n+1)-2n+1

I fd4 94 g = D @ntl) (2)
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